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Nonlinear structural analysis

Geometric nonlinearities (large deformation)

Material nonlinearities

Changing status (contact)
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Geometric nonlinearities

極小位移(infinitesimal displacement)與極小應變(infinitesimal 

strain)狀態

幾何非線性分析一般是指大位移(large displacement)或大轉角
(large rotation)問題，這類問題因為位移量或轉角量大，並非極
小位移狀態，使得結構之應變不再是極小應變，而是非線性的有
限應變(finite strain)。



Geometric nonlinearities
大位移問題之非線性Green’s 應變張量則為：

應變量很大的問題，譬如圖之衝壓成型、鍛造、彎管、輥軋這類
大變形的塑性加工製程，均屬於幾何非線性的大位移問題



Geometric nonlinearities

幾何非線性的大位移問題可略分為兩大類：

1. 大位移小應變(large displacement, small strain)。

2. 大位移大應變(large displacement, large strain)。

前者「大位移小應變」是指材料變形後的應變值小，

因此材料性質仍在線彈性範圍，但其位移量卻很大，

因此Green’s應變仍為非線性，如彈性薄板的大撓曲

(large deflection)問題。後者的「大位移大應變」是

指材料的應變量很大，不僅應變與位移關係是非線性

，連材料性質亦成為非線性，這類問題如金屬塑性加

工變形或橡膠的大變形。



Geometric nonlinearities- example

如圖的鋼材懸臂樑，長l=1m，高h=0.08m，厚度0.005m ，右端
施力F 為1 × 107N，楊氏模數為210GPa，普松比為0.3。

以上分析之單位為SI制(N、m、Pa)，以PLANE182元素之平面應
力模式求解

指令「NLGEOM,ON」下令ANSYS啟動幾何非線性分析

若比較下之右端向下位移量UY，可發現兩者差了14%。因此大位
移的問題必須以幾何非線性分析的模式來計算。



Material nonlinearities

若應力分析範圍大於圖(b)中的降伏強度Sy，因應力與應變呈曲線
關係，便成為「材料非線性分析」，這和遵循虎克定律之線彈性
分析完全不同。在結構分析中，若負荷過程的應力包含了彈性部
分與超過Sy的塑性部分，可稱為彈塑性(elasto-plastic)分析

下表列出了ANSYS材料非線性之模擬功能



Material nonlinearities



Material nonlinearities-彈塑性分析
塑性力學(plasticity)所研究的對象，是延性材料在降伏後[圖應力
>Sy]所發生的塑性變形(plastic deformation)，這是屬於材料非
線性分析的一種。由圖可看出結構受力過程包括了彈性與塑性變
形，這類分析稱為彈塑性(elastoplastic)分析。

材料達到塑性後，其主要現象為產生永久變形與應變硬化(strain 

hardening)。

若材料達到塑性變形(應力>Sy)，當外力移除後將留下永久變形，
圖中之εp即為移除外力後所殘留之塑性應變(plastic strain)，且
在許多情況下會有殘留應力(residual stress)存在於材料內部。



Material nonlinearities-彈塑性分析

應變硬化的方式常見有兩類，為等向性硬化(isotropic 

hardening)與動態性硬化(kinematic hardening)，它們可由左
圖來表示。等向性硬化模型是假設材料在各方向均同等硬化，此
模型適用於單方向負荷問題。而動態性硬化是假設材料在一方向
硬化，其反方向則會弱化，此模型考慮了如右圖之效應問題。



Material nonlinearities-彈塑性分析

相對的在數學解析或有限元素分析上，有以下幾種應力應變曲線
模式：(1)彈性－完全塑性(elastic perfectly-plastic)；(2)雙線性
(bi-linear)；(3)多線段(multi-linear)；(4)塑性曲線，以上四種曲
線如圖所示
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Introduction of ANSYS-solution

Load Steps, 

In a linear static or steady-state analysis, you can use 

different load steps to apply different sets of loads--wind 

load in the first load step, gravity load in the second 

load step, both loads and a different support condition 

in the third load step, and so on.

In a transient analysis, multiple load steps apply 

different segments of the load history curve.
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Introduction of ANSYS-solution

Substeps

Substeps are points within a load step at which 

solutions are calculated. You use them for different 

reasons: 

In a nonlinear static or steady-state analysis, use substeps 

to apply the loads gradually so that an accurate solution 

can be obtained.

In a linear or nonlinear transient analysis, use substeps to 

satisfy transient time integration rules  
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長60mm寬6mm高10mm，E=200GPa，Possion´s 

ratio=0.3，同時假設材料為彈塑性材料(perfectly 

elastic-plastic material)，應力應變關係圖如下圖，
降服強度=100MPa，slop e2=0. 試求出塑性區域位置
及殘留應力有多大

Nonlinear material property example: (Ex 11)



BME 

NYMU

14

200N



Ex12:含圓孔薄板分析

將針對文獻中的一個含實驗例題，以ANSYS來分析比較。本例題
與數據是採用自文獻，為一含圓孔平板之彈塑性應力分析。如圖
之鋁板，長寬為900×450mm，厚2mm，中央含一直徑225mm之
圓孔，受集中力P=147000N。鋁板材料性質為:楊氏模數
E=71200MPa，普松比v=0.31，降伏強度Sy=260MPa，真應力應
變曲線原為一實際曲線，經MISO之多直線段簡化且輸入ANSYS

後，如圖所示。本例分析單位：mm、N、MPa



圖為ANSYS總應變εyy計算結果與文獻
中之實驗值比較，兩者分析結果十分接
近。



von Mises 等效應力(SEQV)分布(MPa)



y方向總應變yy(EPTOY)分布



y方向塑性應變pyy(EPPLY)分布



Material nonlinearities



Material nonlinearities-彈簧片分析 (Ex 13)
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Adv. solution example: (Ex 13)

本例題目如圖所示類似彈簧片的結構，其尺寸為l=0.02m，
h=0.015m，a=0.02m，b=0.01m，圓角R=0.001m，厚度
t=0.001m，材料之楊氏模數E=210000 × 106Pa，其真應力應變
曲線如圖之BISO曲線，ET=30000 × 106Pa，普松比ν=0.3，降伏
強度Sy=200 × 106Pa。



BME 

NYMU

23

邊界條件如圖，長度a之底面部分全部拘束固定。分析目標：如
圖，當給定之y方向位移dy=-0.002m時，該結構若有塑性變形，
求出移除負荷後的殘留變形，分析單位：m、N、Pa。

Adv. solution example: (Ex 13)
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Results

MainMenu→GeneralPostproc→ResultsSummary

Adv. solution example: (Ex 13)
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由圖中可發現彎角部分von Mises等效應力已超過降伏強度
200MPa(0.2 × 109Pa) ，即發生塑性變形，而最高等效應力為
253MPa

Adv. solution example: (Ex 11)
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總應變(彈性+塑性)

Adv. solution example: (Ex 13)
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Contact Problem

機械加工製程之接觸問
題(塑性變形)

兩物體之彈性接觸



ANSYS 之接觸元素與觀念
有限元素接觸分析是於物體之間的「接觸面」上加入了「非貫穿
(non-penetration)」條件。以下圖之兩物體接觸為例，首先須將
Sa和Sb兩個面定義為「接觸面」，下令兩接觸面不可貫穿，如此
一來，只要圓形物體受力變形，便可透過兩接觸面Sa和Sb將力量
傳至矩形物體，使得矩形物體也跟著變形，即完成了接觸分析。

ANSYS是利用接觸元素(contact elements)來模擬接觸面，只要
接觸區域的接觸元素一被建立，ANSYS於計算時就會考慮到接觸
條件



合理之接觸分析結果

不合理之接觸分析結果
(未建立接觸元素)



Contact element type

ANSYS提供了三大類接觸元素，它們為點對點(node-to-node)接
觸元素、點對面(node-to-surface)接觸元素、面對面(surface-

to-surface)接觸元素

面對面接觸元素建立



Contact element type

Surface to surface

面對面接觸元素在使用上比較方便，且模擬接觸面的能力也較強

有關面對面接觸元素之接觸分析，可以分為兩大類:

剛體對變形體(rigid-to-flexible) (R-F)

變形體對變形體(flexible-to-flexible) (F-F)

面對面接觸元素主要的觀念是「接觸對(contact pair)」，一個接觸對
包括目標面(target surface)與接觸面(contact surface)，目標面是由
目標元素(target elements)所構成，接觸面則由接觸元素(contact 

elements)所構成。

目標元素有TARGE169以及TARGE170，接觸元素有CONTA171、
CONTA172、CONTA173、CONTA174等，它們形狀如圖

對於R-F接觸問題，目標元素必須建立為剛體，而接觸元素則附著於變
形體。對於F-F接觸問題，兩變形體均可附著目標元素或接觸元素。

(a)二維元素：(b)和(c)三維元素



接觸對之接觸元素和目標元素建立原則

尖 密

高階



實常數與摩擦係數
關於接觸對之非貫穿接觸條件，是由目標元素和接觸元素所共用的實常
數(real constants)來決定。

而經常設定的實常數有四個，分別為FKN、FTOLN、FKT、TAUMAX
，摩擦係數則於材料係數中給定，其符號為MU。

ANSYS面對面接觸元素內定之計算法則為augmented Lagrangian 
method，所以必須設定接觸剛度(contact stiffness) KN和貫穿公差
(penetration tolerance)兩種計算常數，其在面對面接觸元素之實常數
中，接觸剛度和貫穿公差分別使用FKN和FTOLN兩個實常數來設定。

FKN之意義如圖所示，可想像兩物體有限元素模型接觸對之接觸面上，
有一接觸彈簧(contact spring)，其彈簧係數即為接觸剛度，而接觸剛
度KN定義為FKN乘以接觸體之剛度



FKN 經驗值
一般經驗值為：(a)針對有大體積變形(bulk deformation)之接觸
狀況，例如圖上之兩物體接觸，先設定FKN=1，再測試答案合理
性；(b)若兩物體之接觸情形有彎曲(bending)狀況，例如圖下的
彎曲接觸，先設定FKN=0.01～0.1，再測試答案合理性。



FTOLN
在接觸面的計算上，兩物體接觸貫穿量必須小於貫穿公差才算是
接觸

而FTOLN代表了貫穿公差之計算參數，ANSYS定義之貫穿公差
為FTOLN乘以接觸面底下元素深度h，如圖所示。

ANSYS以庫倫摩擦模型(Coulomb friction model)來模擬接觸摩
擦現象，公式為：

越小的貫穿公差(越小的FTOLN)越接近實際接觸情況，過小的貫
穿公差會造成數值無法收斂，FTOLN內定值為0.1(常設定範圍
0.01-0.05) 



Problem Description

This is a 3-D analysis of a steel pin contacting a smooth 

pinhole in a block. Because of the inherent symmetry of the 

model, you will perform the analysis on a quarter symmetry 

model. You will define two different load steps. The objective 

of the first load step is to observe the interference fit stresses 

of the pin which is geometrically thicker than its pinhole. The 

objective of the second load step is to observe the stresses, 

contact pressures and reaction forces due to the motion of the 

pin being pulled out from the block.

Ex 14:3D Pin-hole contact problem 

Chapter 8. Contact Tutorial



The dimensions of the model are as follows: PIN radius = 0.5 

units, length = 2.5 units. BLOCK width = 4 units, length = 4 

units, depth = 1 unit. PINHOLE radius = 0.49 units, depth = 1 

unit. Both solids are made of structural steel (stiffness = 36e6, 

Poisson's ratio = 0.3) and are assumed to be flexible.

Approach and Assumptions

A quarter symmetry model is appropriate to simulate the contact 

phenomena. You will use two load steps to set up the analysis: 

Load Step 1: Interference Fit -- solve the problem with no 

additional displacement constraints. The pin is constrained within 

the pinhole due to its geometry. Stresses are generated due to the 

general misfit between the target (pinhole) and the contact (pin) 

surfaces. Load Step 2: Pull-out -- move the pin by 1.7 units out of 

the block using DOF displacement conditions on coupled nodes. 

Explicitly invoke Automatic Time Stepping to guarantee solution 

convergence. Read results for every 10th substep during solution.
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Introduction of ANSYS - post processing

Animation 

Utility Menu>PlotCtrls>Animate

Utility Menu>PlotCtrls>Animate>Save

Demo

動畫是由幾組畫面產生

每張間隔時間


